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SUR L' AXIOMATIQUE DE LA THEORIE DES PROBABILITES
par
V. CRAW et V. Gh. VODA
SOMMAIR E
Prenant cornrne point de depart un ouvrage de L.
J. Savage, nous fai sons une presentation de I' ox iom o-
tique de ce qu'on appelle "Ies prob cb i l ite s qualitati-
ves" tout en y cj ou tcnt quelques commentaires.
l , introduction. Un groupe de mathemattciens s'esl reuni a Londre en ete 1959
sous la presidence du repute mathemaric ie n amer ica in L. J. Savage, se proposant
de discuter certaines aspects de I'application de ce quon appe ll e Jes probabj l ites
subjectives dans la statistique.
Le resulrat de ce tte rencontre fut la publication- trois an s apres - d' un Iivre in-
titule "The Foundations of Statistical Inference - A discussion", reunissant I' ou-
vrage du Prof. Savage (Subjective probability and statistical inference) les commen-
taire s port ant sur cet ouvrage (appartenant a M.M. G. A. Barnard, M.S. Bartlett, 0.
R. Cox, E. S. Pearson et C. A. B. Smith des mathem atic ien s reuom rne s] aussi que
le s discussions qui ont en lieuU.G. Good, O. V. Lindley C. M. Jenkins e t autre s) •
En depit du caractere heterogene du livre puhlie qui re sulte normal e, si I'on ti-
ent compte du nombre assez grand de ceux qui ont pris part a son elaboration - il exis-
t.e un invariable qu'on retrouve sans cesse dans ses pages e t c'est la notion de
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probabi l ite subjective.
Au fail, L. J. Savage est un des partisans pass ionnes de la theorie de la proba-
bilite subjective; selon son opinion, cette notionpouvant apporler des ec lairs is se-
rnen ts subslantiels sur les probleme.s que la theor ie classique avail lalases dans
I'ombre.
"The F ounda tio n of Statistical Inference" est marque par un prononce espr it
socratique. Dans Ie debut, L. J. Savage nous averlit que Ie but de la reunion ayant
en lieu ~ Londre, hail celui de poser des probleme s, d'envisager les aspects im-
pl iques par I'acceptalion de la theor ie , te lle qu'elle se presente a ,'etal actuel-en
un mol, de voir si on peul lui accorder un c ert ilicat de Iibre c ircu lat.ion sur les te-
rriloires contrnle s par la theorie des probabtl ites et par la statls tlque mathemali-
que.
Le livre de Savage nous a suggere l'{dee de passer en revue l'axtomatlque de
la theor ie des probabi l ite s.
2. Conceptions sur la prob abil ite, II esl evident que Ie deve loppement de la theo-
rie math emat ique de la probab il ite s'esl appuye pendant les dern iere s decennies
sur I'axiomalique e laboree par Kolmogorov dans son "Grundbegriffe der Wahrsche-
inlichkeilsrechnung" (l93:J).
Suivanl [a voie de Kolmo gorov, la pl upart des ouvrages apparlenanl au: domai-
ne de la th eor ie des probabtl ite s publ ie s apres 1933, cons idere la probahil ite co-
mme une mesure P, definie sur une a-algebre d'ensembles apparte nan t a I'es-
pace n qui sat isfa it Ii la condition P (n) = 1 .
Bien que ce ue I'ormule Soil pleinemenl satisfaisante au point de vue rnathe ma-
rique, iI re ste ne au moins bon nombre de problemes applicalifs apparlenanl a des
domaines differents qui ne peuvent etre resolus qu'a I'aide de la lheorie echafau-
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dree sur ce tte axiomat.ique el qui exigenl certa ine s mod ificat ione dans I'axiomali-
que generale,
Le principal inconven iant conaiate , selon O. Onicescu r 101, dans la re pre sen-
ration du champ des everieme n ts , en tant que champ bore] ien (part.ies d' un ensem-
b~e dont les e lements ne po saedent pas, en general, une signification phenomeno-
logi que l.
Si on envisage au poinl de vue hist.orique I'evolulion de la theor le des proba-
bil ite s en tan t que science, on saisil que sa pos it ion longt.emps subordonne e est
due a la doctrine determiuiste de Laplace selon Iaquelle ('elal pre sent de l'Uni-
vers do it et.re con siderf comme un elIet. de I'clal ante rieur et comme une cause
de !'clat. fu tur.
Et.anl donne que I'et.at. an ter ieur e t I'elal rut.ur nous-morure Laplace -ne peu -
vent elre connus avec precision, il re su lte que ce que nous connaissons n'esl que
"probable".
La theor ie classique s'est. de vel oppee a ('aide des modeles de Bernoulli (ce-
lui des extract.ions repetees), de Gauss, de Gibbs e t de Poisson (celu! des e ve ne-
ment.s rares).
Toul modele d'une theorie c1assiques'est base au Iond sur une construcrlon
simple; on a cons idere un syateme d'evcnemenls IA l et un systeme de nombres
associes aces evenements: p (A) .
Lesaxiomes du syst.eme des evenemenls correspondaienl aux relalions logi-
ques d'ahernance (U) et. de concordance ( n) avec les proprietes d'clre sym-
melriques, associat.ives, dislribulives el idempolenles.
Le sysleme ! A l affirme I'evenemenl impossible nole par ¢. L'incompa-
libilile de deux evenemenls A I ' A2 f IA I est definie ainsi
Al n A2'" ¢
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II faut remar quer -Ie fait est autre men t importa~~- que pour la theor ie classique
it n'est pas absolument 'necessaire d'avoir la situation:
si alors non A (IA I
c'est- a-dire, Ie systeme d'evenements IA I ne comprend pas "un e venernent glo-
bal" (note par n) de sorte que nous ayons Ann = A, quel que soit
Les axiomes du systeme des nombres aaso cie s a ux evenement.s sont 0 ~ p(A)~l
quel que soit A, e t I'aditivite.
En introduisant aussi Ia definition de la probabll ite cond it ionne e , ainsi que la
definition de l'{ndependanced e deux evenements, on caracter ise par ce sy ste me
d'axiomes et de definitions, tout modele d'une theorIe classique.
Considerons auss i les inconveni en ts de I'axiomatique de Kolmogorov e t men-
t ionnon s que Koopman et Halmos envisageant les eve nernentss comme e tant des
terme s quelconques en relations avec les operations usuelles de reunion, d' in ter-
section e t co mpla ime nta ire e t qui sat.isfon t aux axiomes d'une algebre boole ene .
Aussi on a rem arque Ie fait qu'une mesure probahi list ique qui satisfait a I'a-
xiome P cn) = 1 ne peut etre appliquee naturellement aux problerne s comprenant
des .mesures nonborn ee s.
II ne peut etre question, par exemple, d'une mesure probabilistique qui soit
uniforme tout Ie long de I'axe rc e] le.
L'une des objections faites couramment lors de I'implication des mesures
nonbornecs sout ien t que la probabil ite est u tl l isee pour construir des modelesou
elle detient Ie role de frequence idealisee -donc sa valeur (1) ne peut etre de-
passee.
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Essayant de re soudre oet te d ifficul te, Bruno de Finelli (1949) propose de dHinir
pour Ie debut, les probabtl ites cond it ionnee p(AIB) par les propr ie te s :
1) p(AIB) Z 0,
2) P(A 1 U A2IB)
p(BIB) = 1
P(A /B) + P( A2IB) si
(A1nB) n(A2nB)=A1nA2nB=¢
3) P(A n B) I C) = p(AIBC)·P(Blc)
Evidemment, si on introduit dans Ie systeme de Bruno de Finelli I'evenement
total, alors choisissant B = n on obriendra I'axiomaliqlle conn e.
Renyi generalise les re sult.ats de Bruno de Finelli e t en 1955 pre se nte line the-
orie a xiom ati qu e modifiee, oil Ie con cept Ion damen tal est c elui de la prob ab il it e
cond it ione e.
II demontre quon peul def in ir line me sure (pas ne ces sa ir eme n t finie) sous cer -
t ai ne s cond it ion s generales, ou la probahil ite c ond it.ione e est donn e e par
p(AIB) = f1 (A n B)
f.L (B)
P Ius lard, O. On icescn [101 general ise Ie schema ,de Brllno de F inelli-Reny i
de la Iacon su ivan te : il considere line lau ice K, et line souslallice K 1 ayanl
le mellle elemenllllinimaI ¢ et de Iin ie line [onct.ion po s it.ive p(AIB) , A e K ,
B e K l > addi ti ve par rapporl a A et avec le spropr iete s :
2) Pour tout B ponr le qn e l nou s a von s A riB e K, alors
P(A n BIC) = p(AIB n C)· p(BIC)
Considerons B = C = A,. on obtient p(AI A) = p2 (AI A) equation dont
nous re tenon s seul eme nt p(AI A) = 1, qui correspond aux condi ti ons classi-
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ques.
II Iaut remarquer que si la construction d'Onecescu suppose I'existence de I'e-
»>
ven emen t total alors prenant B = 0 no us obtiendrons la formule de la probabili-
te condi tionee , ce qui demontre qu'il n' est pas nece saa ire d' avancer les probabilt-
te s cond itionne s.
3. Les idees subjectivistes et les probabilites qualitatiue s, Reprenant Ies
idees, on peut dire que Ie modele dominant dans la theor ie actuelle (objective) en-
viswge·"'.es elements atomiques" en tout qu'evenements elementaires.
- Notons par n I' espace de ces even emen ts, soit K Ie champ des 'evenements
propremen t di ts,
K comprend-r[I pin definition, ce lui-e i e tan t I'evenement total. En meme temps,
~
K affirme aussi I'evenement impossible 1>.
Le champ des evenements a ete organisee en concordance avec cert aine's cri-
teres et il est une a-algebre de Bodle.
La base somatique du modele est done une base qui correspond a un systdme
logique et le s relations entre le s eve nemen ts sont au fond des relations logiques
Iond amentales : alternance et concordance.
Le calcul au moyen des elements atomiques de la theorie est au fait ·un calcul
logique d' algebre propositionnelle.
Enfin, la quantification du modele se fait a I'aide des fonction peA), A (.K •
ayant Ie proprrete s bien connues: 0:5 peA) :5 1, quel que soi t A e K, P(O) =
et a-additivite.
L'opinion recente d'un grand nombre des mathematic ien s porte sur Ie fait que
par I'adhesion exclusive ii I'interpretation objective de la probabilite, Ie domai-
ne d'application de la theorie des probabilites ete restreint de falfon evidente.
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Leurs arguments portent sur la ne ce s s ite d'utiliser en meme temps que la pro-
hahi l ite objective, la probahil ite "personnelle" (terme que Savage utilise plus sou-
vent que probahil ite subjective) et que cette probab il ue est destine de jouer un ro-
le principale dans plusieurs domaines d'applicalionsparmi lesquels Ie plus impor-
tant semble celui de la theor ie de la decision.
Les idees subjectives dans !a th eor ie des probahil ite s prenn ent leur origine
dans un ouvrage de Venn "The Logic of Chance" parut en 1888.
Pour la plupart des subjectivistes, Ie concept de probabrl ite est Ie fondemenl
de toute theorie statistique e t ils atri huen t a ce concepl une valeur en soi et im-
previ stble au sens de term in iste.
Pour de Finelli, le-subjectivisme se fonde sur les pro prtcte intrinsi'!ques, ob-
jectives, des donne ex experimcntal es (stalistiques) qui influenl sur la prise de
certa ine dec isions.
Prenant comme point de depart I'inlerpretalion subje ct ive de la pro bab il ite , on
a es saye de con s tru ire une axiomatique ayanl pour concept Iondamenta l "Ia proba-
hilile qualitalive".
En 1917 S. N. Bernslein [1] fait un premier essai de con struire une pareille
axio mat iqu e,
Ouelque temps apres , en 1931 Bruno de Finelli [21 propose un systcme d'axio-
mes , Icgcrement ame liore,
Koopman [4] extra it une mesute probab il isti que d'une probabil ite qual itat ive
dans une hypothese s implilicatrice , voir que pour toul nombre nature] nil exis-
lent n evcnements cgalemenl prohables e t disjoints deux par deux.
Savage demontre dans son ouvrage c1assique "The Foundations of Statislics"
(1954) que cette hypothese restrictive peul etre abando nne e gagnanl en generali-
tc au dependense de la simplicilC.
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Krafl, Prall e t Seidenberg [5] ont con s idere Ie cas de certaines algebres bonle-
ennes Iin ie s sans une mesure compatible. Villegas [11) a demontre que si on defi-
ne sur une a-algebre booleenne d'ensembles, une probab ilite qual itat ive, dans cer-
taines conditions il e x is te une -et seulement une- mesure probab il ist ique compatible
et cet te mesure e st denombrablemenl add it ive,
Nous essayons de clarifier les choses. A cet effet on va tenter de faire une bre-
ve pre sentat ion de I'axiomalique de la prohab il ite qual itat ive e t de quelques re su l-
tats obtenus,
4. L' axiomati que de la probabil ite qualitative. Les evenemen ts sont cons ide -
res en taut que le ments quelconques d'un anneau boo leen j{.
Les deux operations de I'anneau -I'addilion et la multiplication sonl denomme-
es re spec ti vemen t - difference symme trique (+) et intersection ( n ) . La reunion
( U) et ('inclusion (C) peuvenl etre definies a I'aide des operations de ranneau.
L'inclusion es t un ordre parti el ayant un premier element 0 qui e st I'elemenl
zero de I'anneau et qui est denomme I'e:venemenl impossible.
Deux evenemenrs A et B sont cons idere s iucompat ihlea si A n B = 0 .
Une algebre (f d'evenemenls est un ann e au boole en avec un element un ite ,
t"evenement sur note couramment par n.
On sail que tout anne au boolcen eet isomorphe avec un ann eau d'ensemble de
I'espace.
Ce res ul tat a ele pase en evidence par Stone en 19iJ6, sa construction rece-
vanl dans la theorie de la probabilite qualitalive, I'inlerpretation suivante :
Une realisalion possible de I'anneau d'evenemenls j{ est une reparlition des
elements de j{ en deux classes d'evenements : ceux qui se realisent el ceux qui
ne se realisenl pas.
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Cette classificat ion est telle que :
- la c1asse des evenemen ts qui se real isent n' est pas vide.
- A + B se realise a la seule condition qu'au moins un des evenemen ts A
et B se realise.
- A n B se realise seulement si le s deux evenemenrs se re al isent,
Les consequences de cette interpretation s ont imediate s :"
- I'evenement 0 ne se realise jamais.
- Si A est un even emen t different de 0 alors iI existe line realisation de A.
L'ensemble n de toute s les realisations possibles est I'espace des possibi-
lites de I' anneau ~.
Un evenement A e tan t donnee, on note par A I'ensemble de toules les rea-
lisations de A ou I'evenement A se realise.
On a de montre que I'application A.." A est un isomorphisme bool e en entre
~ et I'anneau bool een d'ensembles
Par consequent, on a pu identifier les evenement s avec les ensembles de ~,
c'est-a-dire que les eve nem ent s peuvent etre cons idere s comme e tan t des en-
sembles d'evenements.
Et maintenant , quelques definitions:
D-ifinition 1. Un pre - ordre total dans un anne au boo le en d'evenement ~,
est une relation ~ de sorte que :
11 - si A et B sont des evenements, alors ou bien A < B ou B:S A
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(comparabilite) .
111 - si A S B et B S C, alors A S C (transitivite).,
Definition 2. Une prob abi l ite qualitative dans un an ne au boo leen d'evenements
g{ est un pre-ordre total qui satisfait au x conditions su ivantes :
12- s i B1nB2=O, alorsde A1SB1 et A2SB2 il resul te A1UA2S
B 1 U B2.
1I2 - Pour tout evenement A, 0 SA.
Definition 3. La paire (g{ S ) OU g{ er I'anneau boo leen et :s une probabi-
lite qualitative definie dans g{, se dit anne au probabilistique qual ita ti],
Definition 4. Une alg ebre probabilistique qualitative est un e pa ire ((f S ) oii
(f est une algebre bool e enne e t S est une probab il ite qualitative def'in ie sur (f
et satisfaisant a la condition 0 < n .
Soient g{ un anne au boo le en et ~ un sous-eusemble de g{ qui con tient I'e-
ven ernen t impossible. Une [onc tionne ll e additive sur ~ est une fonction cP
avant de valeurs re el lea, de Iini e sur ~ de sorte que:
cP (A U B) = cp (A) + cp (B)
ou , .A, B, A U B (~ e t An B = 0 .
Definition 5. Une fonctionnelle additive sur ~ est compatible avec un e pro-
babil ite qualitative :s ' definie sur g{, si A:S B implique cp (A) :s cp(B) ,
( V) A, B ( ~ .
Une mesure additive sur ~ est une fonctionnelle aditive non negative, c'est-
a-dire, une fonctionnelle additive definie sur ~ de Borte que
fl (A) ~ 0
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II re str lte encore que si une fonctionnelle additive est compatible avec
probahll ite-qualttartve , eUe devient une mesure additive ..
une
Une mesure probabilistique additive P, est une mesure additive de l'inle dans
une algebre boof le ene, de sorte que
P W) 1
Revenons aux even ements : si A = 0 (A est probablement egal a 0) nous
dirons que A est un evene ment a peu pres impossible.
De fa,;on analogue, si A = n nous dirons que A est un even eme n t a peu pres
sur.
Deux evenements A, B scront con sidere s ii peu pres incompatibles si A nB=
o.
Une partition uniforme de I'ordre n d'un even ement A > 0 est un collection
de nevenements non-nuls probablement egaux et a peu pres incompatible dont Ie
reunion est A.
l'errant compte de cela, nous dirons que :
- Un anneau probabilistique qual itat if est reductible s'il est fissionable et si
pour route paire d'evenemenls A,B, 0 < A < B, il existe pOUf B une partition
uniforme {f; de tell e man iere que E < A < B-E pOUfchaque E e {f; •
_ Donnee un evenement E (~ d'un anneau probabilistique qual itat if, fa sec-
tion de ~ de termine e par E est la collection de tout evenement A (~ de te-
lie man iere que A::: E .
Un anne au probabilistique qual itat if (~, S) est a- borne s'iI existe une
suite d'evenements E 1 :s E2 S' . " de sorte que si A (~, alors il existe
un no~bre nature] n (N pour qui A < En'
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Al'aide de cetre construction axiomat ique on a pu demontrer que :
THEOR EME 1. Si (~, <) est un anne au probabilistique qualitatif reduc ti-
- I
ble , alors il existe ~ne mesure additive compatible pour chaque section de 1{ et
cette mesure est unique.
THEOREME 2. Si ((1' ,:s) est une algiibre probabilistique qualitative reduc-
tib le, alor s il existe un e me sure probab ilis tique additive unique qui est compatible
avec la probabilite qualitative ~ •
THEOREME 3. s, (~':s) est un anne au probabilistique oualitatij reduc ti-
ble et a -borne, alors il existe une me sure additive compatible unique. (Voir [11],
[ 121) •
5. Conclusions. Bon nombre de math ema t ie ien s pense-et nous ne e iterons que
Villegas [121 qui a obtenu des re sultate importants dans Ie domaine de I,a probabi-
lite qualitative- que cet te construction axiomatique est compatible dans Ie meme
temps avec I'interpretation objective et cela subjective.
On con idere que I'interpretation de la probabil ite peut etre differente dans des
contextes differents et meme dans Ie s parties differentes d'un meme probleme.
Celte idee prends deja racine.
Savage est toute fois d' avis que seulemen t la fac;on subjective d' aborder les
questions peut donner repouse it tous les probleme s par les domaines applicatifs •
Nous cons iderons que cette conception quelque peu exclusiviste, est motivee
en partie chez Savage par Ie fait que longtemps la notion de probabi l ite subjecti-
ve -dont il a ete Ie promoteur enthousiaste -n'a pas remporte I'adhesion de la ma-
jor ite des mathematicie~s. Encore, aUjourd'hui les controverses sont vivantes.
"Pour moi -d it Savage- la probabilite personnelle ou subjective est la modali-.
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le unique qui correspond a loules mes exigences e t donne un sens rigoureux et rai-
sonnable au concepl de prohahll he " ( [91 pp. 102-103).
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